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Résune

Les fractales sont des figuregretriques dans les-
quelles unex forme » caracéristique est pesentea plu-
sieurs ©esolutions diffrentes. Nous nous &ressons ica
un type de factales particdlies : les fractalesa temps
d’échappementl.’approche classique emplég pour vi-
sualiser celles-ci consista les échantillonner sur une
grille réguliere. Nous explorons plusieurs mares alter-
natives pour les ref@senter, et la magre dont nous les
avons implarées.

Mots Clef
Fractales, images vectorielles.

Introduction

La notion matkmatique de fractale até introduite par
Bendt Mandelbrot [1]. Il avait remargeique dans certains
phénonenes d'apparence complexes, des caratiques
locales se retrouvaierd des endroits divergt a des
échelles diférentes.

Les fractales s’inscrivent dans unétarchie de structures
géonttriques (figure 1).

Les fractales sont psentes dans la nature, et uéks
partout. En particulier, le sy&ine de nur@ration arabe
est fractal : on code de lag@me margére (au moyen de
chiffres) les @tailsa grande eh petiteéchelle (figure 2).
Mandelbrot a mis edvidence le comportement éressant
d’'une classe de fractales appesescape-time fractals.

1 Fractalesa temps déchappement

Une fractalea temps déchappement estefinie par une
fonction complexef et un criere N.

f: CxC —C
N : C — RT

Pourp € C, on consiére la suit€u,, (p))nen :

{ up(p) = p

un1(p) = flun(p),p)

La fractale est alors 'ensemble :

Ef,N = {p € C/ 1171111 N(un(p)) 7& +OO}

C'est litération de la suitgu(p),), qui fait ndtre la
complexi€ de I'ensembleZ; . En particulier, sif(.,p)

(a) surface uniforme (b) forme simple

(d) fractale

(e) forme akatoire

FiG. 1: Structures gonetriques de faible complexgtdon-
nant des figures de complexit perceptuelles croissantes.

ﬁ%ﬂg

FIG. 2: z varie de1523 x 230 — 50 21523 x 23 +149. La
colonne correspondaatz porte sa @composition binaire,
blanc = 0, noir = 1, poids faibles vers le haut. La figure
est fractale.

est lirtaire, alors I'expression de,(p) est de complex@
constante en, doncEy y n'est pas fractale.

Les fractalesa temps déchappement les plus simples
gu’on puisse éfinir dependent d’'un paragtrec € C tel
quelc|< 2:

z2+c
| 2]

Ui

C’est lafamille des fractales de JulidPar curiosi, on en



deduit lafractale de Mandelbrot

{ f(z,p)

N(z)
2 Rendu des fractalesa temps déchappe-
ment

22+p
| 2]

La méthode traditionnelle pour visualiser ces fractales

(nommeeBsM par Peitigen [3]) est simple :

— choisir un sous-ensemble bérdeC (un rectangle), et
définir une grille dessus (un quadrillage rectangulaire),

— pour chaque pointde la grille, calculer les valeurs de la
suite jusqua ce queN (u,(p)) dépasse une certaine va-
leur d,.x OU qu'on ait effecté un certain nombre,, ..
d'itérations.

Cette néthode permet d’obtenir des imageasnap specta-

culaires [2]. On peut colorer les points exturs de I'en-

semble en fonction du rang de la suitea partir duquel

N(tm(p)) > duax (figure 3).1

On peut facilement rendre cet algorithme rendre palll

il 'y a pas de épendance entre les pixels, et la quan-

tité d’'information a transporter &s faible. Nous avons

déevelopg une architectrure client/serveur pour calculer

des images sur 50 machines SpantENSEEIHT. Le pro-

gramme AltiVecFractal [11] exploite les instructions vec-

torielles pésentes sur les processeurs G4.

Cependant, sur une machine monoprocesseur, avec une

taille d'image assez coéguente, et un nombre cBitations

nmax de l'ordre de quelques milliers, on est loin de pouvoir

faire un rendu temp<el.

C'est pour cette raison qu'onéett cdevelopgees des

straggies d’'acélération tes efficaces. Elles visent surtout

a ne pas perdre de temps sur les grandes zones untiformes.

La présentation que nous en faisons ici est irspidu pro-
gramme Fractint [9].

2.1 Devinette
La méthode dezuessing se cecompose en deux passes :

1. On calcule les valeurs der sur une grille sous-
échantilloniee.

2. Pour chaque point cal@jlon regarde s'il a la éme
valeur que ses voisins. Si oui, @ncolorie » le pawe
qui I'entoure avec cette valeur, sinon on calcule aussi
l'int érieur du pag.
Le guessing gérere facilement des images ingpises,
mais il est tes rapide. On I'utilise typiqguement pour la
prévisualisation. On peut aussi I'appliquer plusieurs #is
deséchelles de plus en plus fines.

2.2 Pavage

Le pavage fesseral guess ou methode de Mariani) consiste
a decouper ecursivement le rectangle auquel on €igisse
en deux parties, & calculerm sur les bords de chaque

1Dans le cas des fractals de Mandelbrot et de Julia, on montre [4] que
limp, N(un(p)) = 400 <= Im € N/ |um(p)|> 2, ce qui donne
tout de suite la valeur appropBdmax = 2.

(a) La fractale de Julia correspondant = —0.515 —
0.5674

(b) f(z,p) = (1 4 0.1¢) sin z, N(z) =|Re z|. La fractale
est eriodique de priode2, et sa surface est nulle.

©) f(z,p) = (0.9 +0.3¢) expz, N(z) = min(|Rez|,
|Im z|). La période esRir.

Fic. 3: Exemples de fractales rendues avec kthude
classique. Les points eéxieurs de la fractale sont plus
sombres sin est plus grand. Liréerieur est en noir.



rectangle. Si les bords sont uniformes,<onolorie » tout
I'int érieur du rectangle avec la valeur, sinon on redivise.
Cette néthode marche bien si on a des informatiads
hoc qui nous empchent de agliger les ensembles ba®
isoles. Nous avons propesine optimisation dans laquelle
on choisirait judicieusemerd quelle hauteur on fait la
coupe, au lieu de le faire sgshatiquement au milieu.

2.3 Suivi de bords

La méthode déoundary trace (MBSM dans la terminologie
de [3]) explore les bords de I'ensemble

Fm = {p S C/u’m(p) < dmax}

pour unm donré. On @rére une suite de pointsr,, ),

partie originale du fractal esigh perceptiblé uneéchelle
grossere et avec un faible nombre diations.

C’est pour cette raison que nous avons voulu faire le rendu
de F,,, avec un nombre d'@rationsm limité, mais en des-
sinant les bords de masree pécise. Pour cela, il nous est
apparu gcessaire d'avoir une rgggentation sous forme de
polygones. Cette repsentation vectorielle a pour avantage
de respecter la structure de la fractale. Ellegsttable, et
pardt parfaitement lisse, Bme quand elle est impriee.

4  Suivi de bords vectoriel

En premier lieu, nous avons cheéch suivre les bords de
'ensembleF,,. Pour cela, il faut qu’une gthodead hoc
fournisse un point dans chaquegion connexe de&;,, et de

en marchant par des pas entiers dans les quatre directionsC\ F,,.

canoniques, en s'assurant qu’on garde toujourséfietir
de I'ensemble sur la gauche. La grillélgnite des cases
gui sont consiérees comme faisant partie dé, ou pas
selon la situation de leur coin i@fieur gauche (figure 4).
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FIG. 4: A I' étape courante, la cadegauche esh et celle
a droiteout. Selon la situation des cases de devant, on tour-
nera de marirea maintenir cette propgte.

On trouve ainsa peu de frais les bords de la fractale, mais
certaineségions connexes, dont le lien avecégion prin-
cipale est trop fin, peuvent noéshapper.

2.4 Detection d’orbites

Aprés un egime transitoire plus ou moins long, les
elements de la suite:, (p)),, se rapprochent souvent d’une
spirale logarithmique (on a une vraie spirale logarithmique
dans le cas liaraire). En estimant les paratres de cette
spirale, on peut &erminer si elle converge vers un attrac-
teur ou si elle diverge. Si elle converge, on peuétar de
calculer le€lements de la suite.

Cette néthode est &s performante, mais elezhoue quel-
guefois pour des fonctions trop instables.

En somme, en combinant ces techniques prograesnde
mankere astucieuse, on peut calculer les fractales en fai-
sant 20a 200 fois moins de calculs gu’avec I'implantation
nave. On peut ensuite zoomer détplacer la featre de vi-
sualisation en temp el (voir XaOS [10]). On est cepen-
dant limitt dans la profondeur du zoom par fdeicheps,

qui fait gu’a un certain moment, les flottants sont trop peu
précis pour reprsenter la diffrence entre deux pixels voi-
sins.

3 Le rendu vectoriel

Regarder des fractales est@rassant, mais, pagtinition,
on voit toujours des motifsépétitifs. C'esta-dire que la

Pour trouver un point deé&part du suivi, il suffit de cher-
cher un pointpy € 9F,, par dichotomie entre € F,, et

¢ ¢ Fy, (figure 5).

FiG. 5: Recherche du bord par dichotomie

po est le premier terme d’'une suite de poiris,),, du
bord. Nous avons@lelop@ deux néthodes pour calculer
les termes suivants de la suite.

4.1 Methode intuitive

Elle consista effectuer des pas, de longuéuSi on a les
pointsp,,_1 et p,, on cherche le poinp,; sur I'arc de
cercle de rayori et d'angles|—amax; &max] autour de la
directionp,,_1p,, (figure 6).

FIG. 6: Suivi du bord par pas de longueur constante

Si les deux ex&mités de I'arc sont toutes deax'intérieur

ou a I'extérieur, on double,,., jusqua ce que ce ne soit
plus le cas. On trouve ensuite l'intersection (ou une des
intersections) de I'arc avec I'ensemble par dichotomie, ce
qui nous donng,, ;.

Cette néthode repose sur le choix d'dpertinent en fonc-
tion du rayon de courbure de I'ensemble. Par exemple, on



voit sur la figure 6 que le pas est trop grossier pour suivre
la protuterence du haut. Malheureusement, pour les frac-
tales, le rayon de courbure vari@srsoudainement. Ceci
introduit non seulement des erreurs de suivi, mais en plus,
I'algorithme peugtre tellementésorieng qu'il repasse sur

un bord, ce qui le fait rentrer dans une boucle sans fin.

On pourrait adopter une @hode adaptative qui diminde
qguand on dtecte un boucalge. Cependant, cela aurait pour
congquence que les pas ne seraient pas deéiaenion-
gueur, pour une courbure doem de part et d’autre d’'une
protukerence.

4.2 Methode realiste

Une nethode plus robuste s’appuie sur la technique
présengée au 2.3, qui fournit @a une suite de points,,

qui suit la courbe. Ces points ne sont gasla courbe. Par
contre, chaque pairgr,,, 7,,+1) correspondi une paire de
points(x’,, w//) de part et d’autre de la courbe : ce sont les
coins infrieurs gauches des cases adjacentes. Il suffit donc
de pro&der par dichotomie pour trouver la suite ge<fi-

gure 7). Si la longueur du pas choisi entre4gsest ), la
distance entre les, est inerieurea \v/2.

FIG. 7: Les pointsr/, sont surF,,, et lesw!! a I'extérieur.
Chaque paire sert de support au calcul d'un ppjnt

Par construction de la suite,, ),,, cette néthode ne boucle
pas. Malheureusement, elle necduvre pas lesédails de
taille inférieurea \. C’est cette raison qui nous a fait aban-
donner les rathodes de suivi@reriques.

5

L'it ération inverse consiste partir de I'ensemiile €
C/N(p) < dmax}, et d’en ceduireF,,.

5.1 Casa f(z,p) ne depend pas dep
Dans ce cas, on peut notéfz,p) = f(z), etona:

fm(p)

{p € C/N(um(p)) < dmax}

(No UM)il([Ov dimax|)

(f™) N[0, diax[))
(f—l)m(FO)

f~! est linverse def au sens ensemblist¢."1(z) =

f~1({z}) peut étre vide, ou compds de plusieurs
élements.

Itération inverse

U (p)
Fr,

2Gereériques parce qu'elles peuvent s'appliquer (avec plus deésjicc
a des fonctions non-fractales

Pour calculetr;,, il suffit donc de partir d&, et de passer
de F,, a F,,;, a l'aide def~. En pratique, il faut faire
deux choix :

1. quels points d@g 1, ..., po,n € Fp va-t-on choisir ini-
tialement?

2. al'étapen, va-t-on calculer tous leg~!(p, ), et si-
non, lesquels gardera-t-on ?

Les algorithmesim-A et MiIM propo€s dans [3] choi-
sissent au hasard lgs ;. Ensuite, ils choisissent au ha-
sard (IM-A) ou selon uneétude statistiqueMiiM ) un des
élements def ~!(p,,;). On obtient finalement un nuage de
points sans surface (figure 8).

FiG. 8: Fractale de Julia, pour= —0.515—0.5671, rendue
avec la néthodemiIM .

La fractale de Julia

Dans notre approche, nous choisisionspgs surdFy, et
nous suivonsousles f~*(p,, ;).

Dans ce casFy = {p € C/ | p|< 2} = D(0,2) est
le disque (ouvert) de centi@ et de rayon2. f~1(p)
{/p—¢,—/p— ¢}, en notant,/z = 2'/2, ol on choisit
I'argument dan§—n, 7[. Donc f~!(p) a deuxélements,
sauf pourf ~1(0) = 0.

Nous utilisons un polygoneégulier a h coteés pour
repiesente F0, eta chaqueéetape nous calculons la trans-
formée des sommets. Ceci signifie que nous devons stocker
h2™ pointsa I'étapen. La puissance des ordinateurs actuels
nous limitea un nombre d’#rations de I'ordre de: = 20.

Il faut aussi savoir comment relier les points les uns aux
autres pouk coller » le mieux auxoF,.

Topologie deF,,
LesF, sontemb@tés :Fy D F| D ... D F,,.

Démonstration : Montrons qui, C Fy. Soitq € F.
Alorsp = f(q) € Fo, donc|p|< 2.

l[p—c| < |p|+lcl<2+2=4
Vip—c| < 2
|[vp—c| < 2 (passage aux complexes)
lalelf~ ()| < €(0,2)
Doncq € Fy, doncFy, C Fy. Par ecurrenceF,, C

Fn+1 | ]



L'image inverse d’'un ensemble connexe ouvErtpar la
fonction x(z) = 22 est soit un ensembe connexe ouvert,
soit deux ensembles connexes ouverts.

Démonstration : soient;, a2 € K. K est connexe,
donc il y a un chemih v de a1 vers as. v coupe
le demi-axe deségls regatifs enn points @ est
éventuellement nul, I'ouverture d& assure qu'on
peut trouvery tel quen ne soit pas infini) :

O=to<ti1<ta<...<tp <tpp1=1

Vk=1.n, y(tx) eR™"

On c&finit 4 sur chaque trongoft, tx+1[. Pourt €
[tks tiet]s

¥+ (1) = (1) VA ()
/- est continu et infiniment &ivable partout, sauf
sur la demi-droite deséels regatifs, doncy; est
continu et contiiment erivables par morceaux sur
[0, \{t1,...,tn}-
Montrons quey, est continu er. Les continuigsa
gauche e& droite donnent :

lim e (8) = (~1)*v/3(t)

tﬂt;

lim 4 (8) = —(=1)" /A (t)

t—t}

Les deux limites sont les @mes, donc~y, est
continu ent;. Doncy, est un chemin dg/a; vers
(—1)"\/az. De la méme margére,y_ = —y estun
chemin de—/ay vers(—1)"*', /a3

Le résultata retenir est : I'image inverse d'un che-
min de K par x est deux chemins &~ (y(t)) =
{7+ (@), v-@®)}-

>Montrons ques ! (K') comprend au plus deux com-
posantes connexes. Soignt bz, b3 € ' (K), il
faut montrer que deux des trois sont sur un ensemble
connexe, donc qu’il existe un chemin les reliant.
Notons~, et~y_ (resp.dy etd_) les composants de
l'inverse d’'un chemin dexb: versk(bz) (resp.x(b2)
versk(bs)) tels quey; (0) = b1 (resp.d+(0) = b2).
Siv4+(1) = ba, v+ estun chemin reliarit; abs.
Sinonvy4 (1) = §—(0). Sid—(1) = b3 alors le chemin
constitle de~y et d_ mis bouta bout relieb; a bs.
Sinon,d (1) = bs, donc le chemid ;- relieb; abs. m

Si il existe un lacet dé< qui « entoure» 0 (c’esta-dire
gue0 est d’indice non nul par rapport au lacet), alors il n’y
a qu’'une composante connexe.

Démonstration : Appelons le lacet,y(0) = (1) =

a, ety; ety_ ses arkcedants.

Soientby, by € 1 (K). Il'y a un chemins de (b1 )
versa, ete dea versk(bz). Les images inverses sont
5+,5_ etey,e—, tels qU&s+(0) =b et€+(1) = bs.
Alors sié4 (1) = e4(0), le chemin constitet ded . et
€+ mis bouta bout relieb; abs.

3Un cheminest une fonctiony : [0,1] — K continue contiiment
dérivable par morceaux. Si(0) = (1), c’est unlacet Les termes em-
ployés ici sont issus de [5].

Sinon,5+(1) = —6+(0) = :I:\/E Si 5+(1) = \/5
(resp.= —+/a) alors le chemin constituded, vy
(resp.y—) etes mis bouta bout relieb, ab,.

Donck ™! (K) est connexe.

>Inversment, supposons que ! (K) est connexe.
k! est aussi sy#trique par rappo@o0. ....m

f~Y(2) = k(2 — ¢), et lesF, sont des surfaces sim-
plement connexes, donk, est connexe si et seulement
sic € F,. Sinon, F,,,; est constité de deux ensembles
connexes sygtriques par rappo# l'origine.

En combinant ceci avec la propte d’embdtement, on
voit que lesF;, sont connexes jusga’'un certain rangconn
(éventuellement infini), premier rang tel que¢ F,__. .,
au-deh duquel ils se divisent pegfuellement en deux,
est donc compdsde

1
2”_nconn

composantes connexes.

Sin < Neonn
sinon

Lalgorithme
Pour tracer les polygones, on peate donc en remplissant
un tableaw(n, j) ol n est le nunéro de l'ittration, etj =
1..h2™ est un nuraro de point.
Pour j dansO ah — 1 faire

p(0,j) = 2¢7F"
Fin pour
Nconn = M
Pour n dans1 am faire

Ncoupes = 0

Pour j dans0 a h2"~! — 1 faire

§i [p(n - 1a] - 1) p(’ﬂ - 17])] COUpe]R7 M

TNcoupes = Mcoupes +1

Finsi

z:=ypn—1,j)—c¢

Sncoupes pairM
p(n,j):=zetpn,2" 1 +j) = -2

Fin pour
Si (ncoupes pair) /\(nconn = m) alors
Nconn ‘= N
Fin si
Fin pour

Pour tracer les polygones, on pédle ainsi :

— Sin < neonn, les points de(n, .) forment un polygone.

— Sinon, les points dép(n,.), regrouges par paquets de
h2meonn forment des polygones disjoints.

Expérimentations

Nous avons évelopge en C un programme qui permet de
visualiser rapidement les fractales tas ainsi (figure 9).

On peutegalement sauvegarder les fichiers au forere

qui est facilement utilisable dans des logiciels de dessin
vectoriel. La figure 10 @sente quelques exemples.
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FIG. 9: Capture cBcran de ULIARING. La croix rouge
repieésente le point.

(@) pourc = —0.69 + 0.381, etm = 20

(b) pourc = —1.66 + 0.044, etm = 15 (détail)

FiG. 10: Exemples de fractales de Julia.

5.2 Pour 'ensemble de Mandelbrot

Pour I'ensemble de Mandelbrot, il n'y a pas de préfari
facilement exploitable comme pour les fractales de Julia.

Comme pecédemment, nous partons fig = D(0, 2). Les
images des @reesF;, sont connexes et emkees. Le pre-
mier resultat aéte demonté par Douady et Hubbard [6],

Les polyndbmes

um (p) estun polydme de ded¥2™ enp : u,, € Nom|[X].
Les coefficients de ce pol§me n’ont rien de particulier
(figure 11).

ot

Fic. 11. Decomposition binaire des coefficients du po-
lyndme ug. On ne voit rien de &gulier qui pourraitetre
exploite.

Trouver les racines d'un polgime de dedr 2" est une
opération enO(m2™) au moins, et il faut la&iterer pour
tous lesh2™ points, ce qui est trop ¢eux, néme pour un
petitm.

M éthode iterative

Nous exploitons le fait que powrdonrg, on peut obtenir la
dériveeu,, (p) en plus de,, (p). D'aprés les lois @érivation
des fonctions analytiques,

{ u(p) 1

U;L+1(p) = f'(un(p),p)u,(p) = 2u”(p)u’n(p)

en notantf’ la derivee def par rapporf son premier argu-
ment.
On peut utilisers;,, pour appliquer la réthode iérative de

Newton selon l'algorithme :

Pour j dansO ah —1 faire
p(0,5) = 2¢" 7"
Fin pour
Pour j dans0 a h2"~! — 1 faire
p = p(maj - 1)
Faire
p=p—(p(0,j mod h) — uy(p))/u,(p)
e :=[p(0,5 mod h) — um(p)|
Tantquee > ¢
p(m,j):=p
Fin pour
€ est une erreur admissible paur

Expérimentations
Nous avons implagtl’algorithme en Cetendu (gcc grant

le second est analogue au cas des fractales de Julia. Danges complexes). Nous avons pes= 10~8, un peu au

ce contexte, il n'y a pas de prashes pour connecter les
points.
Il faut donc trouverF,, = wu,'(F,), soit en pratique

{pm,j7p7rL,j+}1,a --~7pm,j+2m—1} = Ufn,l(po,j)- I n,y apas
de raison pour calculer tous |&3% .

dessus dunacheps pour les flottants 64-bits. L'algorithme
converge sans prolmes pourm < 7. Ensuite, on est
obligé d’augmenter le nombre détésh du polygone se-
lon une loi empiriqueh = 100 x 2™~6. La figure 12
repesente le&sultat.



FIG. 12: Approximation des bords d€,, pourm = 1..13.

Conclusion

Les fractales sont bien connues maintenant, &t imten-
sivementétudiées sur le plan #orique. Cependant, les
méthodes de visualisation restent egngral assez primi-
tives. Notre contribution consiste donc principalement en
une nethode pour dessiner les bords, et potentiellement
l'intérieur de fractalea temps déchappement sous forme
de polygones.

Dans la suite de notre travail, plusieurs voies s'offrant

nous :

— Calculer des parties de polygones, c'astire pouvoir
zoomer sur uneégion sans calculer la partie du poly-
gone invisible.

— Geérer des bords en splines, au lieu de polygones dont
les angles sont trop apparents @ucefaut, adapter la
longueur des segments.

— Approcher aussi la froréire de la fractale de Mandelbrot
par l'intérieur.

— Peutétre une gréralisationa la 3D ?

Ce dernier point fait&férence aux recherches en cours sur

les fractales en 3 et 4-D (le premiétant une coupe du

second). Elles se basent sur désagalisations des com-
plexes, comme les quaternions et les hypercomplexes ex-

ploités dans POV [8] ou les bicomplexes [7].

D’'une manere grerale, les logiciels de dessin vectoriel

ignorent compttement les fractales, alors que celles-ci ont

un interét estletique ingkniable.

Réferences

[1] B. Mandelbrot,Les objets fractalsFlammarion, Pa-
ris, 1975.

[2] H-O. Peitigen, P.H. RichteThe Beauty of Fractals
Springer-Verlag, Berlin, 1986.

[3] H.-O. Peitigen, D. Saup&he Science of Fractal
Images Springer-Verlag, Berlin, 1988.

[4]

(8]
9]

(10]

R. Devaney, Chaos, Fractals, & Dynamica,
Computer-experimenten in de wiskundeddison-
Wesley, Amsterdam, 1992.

Dictionnaire des mathmatiquesarticle sur les fonc-
tions analytiques, J.-L. Verley, Encyclopaedia Univer-
salis/Albin Michel, Paris, 1997.

Douady, A., Hubbard, J. Htération des polydmes
guadratiques complexe€RAS Paris, 1982.

D. Rochon A Generalized Mandelbrot Set for Bicom-
plex NumbersWorld Scientific/Fractals, Volume 8,
Number 4, december 2000.

The Persistence of Vision Raytracethttp://
www.povray.org ).

Timothy Wegner, Jonathan Osuch, George Martin,
Robin Bussel et al., RACTINT, (http://www.
fractint.org ).

Jan Hubicka et al., XOS (http://www.gnu.
org/software/xaos ).

[11] Dauger Research, IA&IVECFRACTAL (http://

daugerresearch.com ).



